Runda czwarta

— DO czego mozna
uzyc¢ funkcji

Rachunek prawdopodobienstwa

Powiedzmy, ze z talii 24 kart losujemy 5 i zastanawiamy si¢, jakie jest prawdopodo-
biefistwo wylosowania karety aséw:
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W talii 24 kart znajduja si¢ 4 asy i 20 nie-aséw... My losujemy 5 kart, gdzie spo-
dziewamy si¢ otrzymac 4 asy i 1 nie-as. Wszystkich mozliwosci wylosowania 5 kart
7 24 jest tyle, ile podzbioréw pigcioelementowych ze zbioru 24 elementéw, czyli ty-
le, ile jest kombinacji 5-elementowych zbioru 24 elementéw.

s

24" 4 V302122 73 24.25  21-22.0%-4.25
| 24! 19h20-21-22 2324 2 L1-22-23-4-15 1062600
5 ) SH24-5) 1-2-3-4-5-19!
FR 4 1 A na ile sposobéw mo.Zna Wylosowaé 4 asy
[ — = —_=1 zogblngj ich liczby 4 — jest to ilos¢ kombinacji
A (-4 1 4-clementowych zbioru 4 elementéw, czyli znowu
kombinacje...
Do tego, na ile sposobéw mozna wylosowac 00 0 10120
tl).me-.asa ze zbioru 20 nie aséw — tez kom- [ . J— T = 1o =
inacje...

Prawdopodobienstwo zajscia takiego zdarzenia bedzie jak 1 razy 20, podziclone
przez 1062600... bardzo mato! A ile? Mozemy do obliczen zaprzac Excela.

Utworzmy arkusz, ktory nazwiemy Rachunek prawdopodobienstwa:
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wpis: wpis: wpis:
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komorka
komorka

f1 |24

2 |4 g2 |=f1-f2
d4 | =kombinacje(f2;f8)*kombinacje(g2;g8)/kombinacje(f1;f7)

f7 |5

8 |4 g8 | =f7-f8

No i mamy wynik!

Ta ladna strzalke moze-
my narysowa¢ korzys-
tajac z mozliwosci ofero- T

wanych przez pasck Ry- 4 a

sowanie. thamy w tym J—

celu  przycisk - e
&

% =HKOMEINBCIEF 2 FEr KOMENALIE D2 eV WEALIE T 1 F7)
c b | E F G H | 1

u dotu ekranu pojawi si¢
dodatkowy zestaw przy- A i
ciskow.

Nastepnie klikamy na przycisku Autoksztalty, a w rozwijajacym si¢ menu najez-
dzamy na pozycj¢ Strzalki blokowe i tam juz odnajdujemy to, co trzeba...

Wro¢my do naszego karcianego przykladu. Zastanéwmy sig, jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze w 10 rozdaniach 5 razy otrzymamy karet¢ asow? Najprosciej postu-
7y€ si¢ tu probami Bernoulli’ego, czyli rozkladem dwumianowym. Jezeli potraktu-
jemy zdarzenie polegajace na wylosowaniu karety aséw jako sukces, to juz wiemy,
jakie jest prawdopodobiefistwo takiego sukcesu — jest ono obliczone w komdrce
d4... Uzupelnijmy nasz arkusz:

wpis: wpis:

S
=
=
g
g
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komorka

wpis:

komorka

al |Kkaretaaséw | bl |rozdania | dl1 |=rozklad.dwum(a2;b2;d4;falsz

)

a2 |5 b2 |10
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Y 7] - £ =ROIKLAD DWUMAZ B2 DM FALST) |
A otrzymany wy- A__| B [ . D_|E F_1 G
s .rzedg 1075 |;_k=.re:a :.scn.; rl:ITl'_|-'-lI1:.;I-:| | IEFTSE | | , 24 . |
sugeruje, ze ra- | 4
czej nie da si¢ te- | 2 0000471
go uzyska¢ ,bez |& ,J \_
kantéw” | B e

T 5
I 4 1

Zapiszmy nasze odkrycie na dysku (“1).

CWICZENIA - TRENING CZYNI MISTRZA...

1 Korzystajac z funkcji rozkltadu dwumianowego, oblicz prawdo-
podobienstwo otrzymania pigciokrotnie szdstki w 7 rzutach kostka
do gry (prawdopodobiefistwo sukcesu wynosi oczywiscie 1/6, o ile
rzucamy ,,uczciwa” kostka...).

Liczby zespolone

Jak mozna si¢ domy$li¢, z przedstawionego zestawienia funkcji - Excel potrafi so-
bie doskonale radzi¢ nie tylko w dziedzinie liczb rzeczywistych, ale i w liczbach ze-
spolonych. Otworzmy nowy arkusz i nazwijmy go Liczby zespolone. Zrobimy so-
bic prosta wprawke:

5] 5] 5] 5]

- - . - -

[l [l G [l [l

= = ° = =

- - - -

= = = =

al |a= bl |3 cl [ b= d1 | 4

a2 | z= b2 | =complex(bl;dl) | ¢c2 |z’= d2 | =imconjugate(b2)
a3 | Re(z)= | b3 | =imreal(b2) ¢3 |Im(z) | d3 | =imaginary(b2)
ad | z|= b4 | =imabs(b2) c4 | kat= | d4 | =stopnie(imargument(b2))
as |z*z’= b5 | =improduct(b2;d2) | ¢5 |z+z’=| dS | =imsum(b2;d2)
a6 |z/z’= b6 | =imdiv(b2;d2) ¢6 |z-’= | d6 | =imsub(b2;d2)
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Przypomnijmy, ze liczb¢ zespolona mozemy
sobic wyobrazi¢, jako wektor na plaszczyznie,
w ukladzie wspdlrzednych prostokatnych,
gdzie 0§ X — to of rzeczywista, a 0§ Y — to 0§
urojona. Liczbe zespolong mozna przy takicj
ilustracji opisa¢ na dwa standardowe sposoby:

— 1. jako par¢ wspélrzgdnych (a,b) lub
2. jako par¢ — dlugos¢ wektora ikat, jaki
tworzy on z jedng z osi.

lye=a+hbi

1w .
D p=|g| e =|gicoze +isng)

A wynik naszych wysilkéw mo- 1 & e B C =4 U
zemy teraz spokojnie zapisa¢ na ol - ——
. . 2 = 3+ = 34
dysku, pamictajac, ze to tylko - -
. . . 3 Re(z)= 3 Imiz= 4
podstawowe dzialania na licz- 4 2 5 kat= 53,1301
bach zespolonych... 5 T2 OE T47= F
B zfz'= -0 28+ 96 z-z= 8i

CWICZENIA — TRENING CZYNI MISTRZA...

1 SprawdZ dzialanie pozostatych . IMfunkcji” na naszej liczbic ..z”
7 komorki b2.

Macierze

Zaktualizujmy nasz plik na dysku (E) i przejdzmy na nowy arkusz, ktéry na-
zwiemy sobic Macierze. Zbadamy mozliwosci Excela w dzialaniach na macier-
zach, czyli tablicach liczb. Zaczniemy od macierzy kwadratowej — to taka tablica
liczb, gdzie ilo$¢ wierszy z liczbami jest rowna ilosci kolumn z liczbami. Ot, na
przyklad wpiszmy co$ takiego:

komorka wpis: komorka wpis: komorka wpis:
al macierz_A
a2 1 b2 2 c2 3
a3 0 b3 1 c3 6

ad 1 b4 2 c4 1
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... W ten sposéb uzyskamy: Tmaciers Ab=|an gz a=

1
=

P =
=

Dla macierzy kwadratowych istnicje w algebrze pewna funkcja nazywana wyznacz-
nikiem. Wyznacznik macierzy kwadratowej o wymiarach: n-wierszy na n-kolumn
oblicza si¢ wedlug tzw. rozwinigcia Laplace’a z nastgpujacego wzoru:

detd A= {—1"" - et A o [ R L [
gdzie:

i — oznacza dowolny wiersz macierzy, wedlug ktérego mamy dokonaé roz-
winigcia (réwnie dobrze rozwinigcia mozna dokonywaé wedlug dowolnej
z kolumn), natomiast:

Ay — oznacza macierz powstala z macierzy A poprzez ., wycigcie” i-tego
wiersza i k-tej kolumny.

Calo$¢ nie brzmi zbyt zachg¢cajaco. Czy to znaczy, ze teraz mamy sobie przypomi-
na¢ elementy algebry liniowej? Na szczgscie nie, bo istnieje w Excelu specjalna
funkcja do obliczania wyznacznika macierzy:

WYZNACZNIK.MACIERZY (macierz)
(w wersji anglojezycznej: MDETERM)

Wstawmy do komoérki e2 formule: =wyznacznik.macierzy(a2:c4) (oczywiscie,
mogliSmy nasz zakres komorek opatrzy¢ jaka$ nazwa — np.. macierz_A i teraz
wpisaliby$my formule: =wyznacznik.macierzy(macierz_A) ).

M

Oto rezultat: - E =W INACIME MACIERIY [22.04)
B I C E 3 [

1 macierz &, wyznaczrik &
|2 1 : ] [ ] |
3 u] i ]

4 | 2 |

Niedowiarkom proponuj¢ policzenie wyznacznika naszej macierzy ,,na piechot¢”!

Dla macierzy kwadratowych o niezerowym wyznaczniku mozna obliczy¢ tzw. ma-
cierz odwrotng A™...
Ogélny wzor jest | [ i

. ] Fi_l.'_l."“_'l T ' E: - I.':'i'.-r: NEZ 4 i
nastepujacy: deti maciers AN
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Gdzie znowu tzw. macierz dopelnien A" obliczana jest .
wedlug nastgpujacego wzoru: ay” =(=1)" -det{4:)

Tutaj 4, jest macierza powstalq z macierzy A poprzez ,,wycigcie” i-tego wiersza i j-
tej kolumny.

Na szczgscie — znowu Excel przychodzi nam z pomoca w rachunkach — dostgpna
jest gotowa funkcja:

MACIERZ.ODW((macierz)
(w wersji anglojezycznej: MINVERSE)

Powiedzmy, ze chcemy obliczy¢ macierz odwrotna do naszej macierzy A (znajduja-
cej sic w komérkach a2:c4), a wynik — macierz A™ — chcemy uzyskaé¢ w komérkach
a7:a9.

Powstaje jednak problem natury technicznej: jak poradzi¢ sobie, gdy wynikiem
dzialania funkcji nie jest pojedyncza liczba tylko tablica liczb? (Przeciez macierz
odwrotna do A jest tez macieza i ma taki sam wymiar jak macierz A!) Dotychczas
stosowany sposob akceptowania komoérki za pomoca np. klawisza tym razem
si¢ nie sprawdzi, bo w wyniku uzyskujemy tylko jedna liczb¢ — ta w akceptowangj
komorce. (Mozemy latwo sprawdzié, ze jezeli w komorce a7 wpiszemy wyrazenie:
=macierz.odw(a2:c4) i zaakceptujemy wpis klawiszem =], to w wyniku uzyskamy
niestety tylko jedna liczb¢ — w rzeczywistosci bedzie to element a;; naszej macierzy
odwrotnej.) Co wigc mamy robi¢? Jak uzyska¢ pozostale elementy wynikowej ma-
cierzy odwrotnej?

Mozemy poshuzy¢ si¢ jeszcze jedna dostepng w Excelu funkcja, ktéra ,,wybiera”
dowolne elementy tablicy liczb:

INDEKS(nacierz; numer wiersza; numer kolumny)
(w wersji anglojezycznej: INDEX)

Wpiszmy do komorek nastepujace wartosci:
wpis:

wpis: wpis:

S
=
=
S
g
]

komorka
komorka

a7 | =indeks(macierz.odw | b7 |=indeks(macierz.odw | ¢7 |=indeks(macierz.odw
(a2:c4);151) (a2:¢4);152) (a2:¢4);1;3)

a8 | =indeks(macierz.odw | b8 |=indeks(macierz.odw | ¢8 |=indeks(macierz.odw
(a2:c4);2;1) (a2:¢4);2;2) (a2:¢4);2;3)
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a9 | =indeks(macierz.odw | b9 |=indeks(macierz.odw | ¢9 |=indeks(macierz.odw
(a2:c4);3;1) (a2:¢4);3;2) (a2:¢4);3;3)

Rzeczywiscie uzyskamy teraz poprawna tablice 9 liczb macierzy A™. Istnieje jednak
prostszy sposéb uzyskania tego samego rezultatu, czyli prostszy sposoéb uzyskania
wyniku w bloku komérek zamiast w pojedynczej komoéree:

e zaznaczmy zakres komoérek docelowych: a7:¢9 i wyczysémy je z poprzednicj
zawartosci (wystarczy nacisna¢ klawisz DEL ),

e teraz napiszmy formule: =macierz.odw(a2:c4), ale nie akceptujmy tego
klawiszem [E] |,

e tylko naci$nijmy kombinacj¢ klawiszy [r(smlEr=]

| aF - i {=MACIERT OCAWAZ T4])
A[B]Cc] D E F
1 macierz A wyznacznik A
S .y s 1 i 3 F
Widac, ze uzyskaliSmy ten sam | - : E
wynik, co przed chwila i to ,bez | 4 i 2 i
faski” funkcji INDEKS. g
ki macierz = ey Tnacznik 8
[T 557 =& AF 05
B -3 1 3
[#] s o0 a5

Zwroémy uwage na lini¢ formuly — wkazdej z komoérek docelowego zakresu
(a7:¢9) zostala wpisana ta sama warto$¢: {=MACIERZ.ODW(A2:C4)}. Nawiasy
klamrowe informuja nas, ze wpisana formula obowiazuje nie dla jednej komorki,
ale dla calego bloku komérek — dla calej macierzy.

Nazwijmy nasza macierz odwrotna — macierz_B i policzmy dla niej wyznacznik
w komorce e7 — przeciez juz wiemy jak to zrobil...

I Sprawdzmy, 7ze otrzymany wynik jest odwrotnoscia wy-
znacznika otrzymanego dla macierzy A! I bardzo dobrze, bo
obowigzuje tutaj pewna prosta regula.

deii 4"y =
ekl A0

Poza tym, iloczyn macierzy A i macierzy do niej odwrotnej A” powinien w wyniku
dawa¢ tzw. macierz jednostkowa, ktdéra ma na przekatnej same jedynki, a poza
przekatna — same zera. Taka macierz jednostkowa (niezaleznie od swojego wymia-
ru) ma zawsze wyznacznik réwny 1.

11 i . 5 i
imrciers A} anociers A7 (= tmaciers_ jedhostkowal=0 1 0
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No dobrze, ale jak policzy¢ ten iloczyn macierzy, aby si¢ o tym przekonac...?

Mnozenie macierzy A i B: :frnl:'u'r': [ :.'.'r.n'n'.": A} :ru-:.l-:lw': 1':!':
E -« Lk ... a tak obliczany jest element ¢;; wynikowej macierzy
) C

W Excelu istnigje specjalna funkcja do mnozenia macierzy, czyli znowu nie musi-
my tego robi¢ na piechote:

MACIERZ.ILOCZYN(macierz 1; macierz 2)
(w wersji anglojezycznej: MMULT)

Przy czym ilo$¢ kolumn pierwszej mnozonej macierzy musi by¢ rowna ilosci wier-
szy drugiej mnozonej macierzy.

Mnozenie macierzy jest zazwyczaj nieprzemienne, tzn: gy #

Pomnézmy nasza macierz A: komorki a2:c4, przez macierz B: komoérki a7:¢9, tak
aby wynikowa tabele — macierz C — uzyska¢ w komérkach: a12:a14. W tym celu:

o zaznaczmy docelowy blok komoérek: al2:c14,

e nastgpnic wpiszmy formulg: =macierz.iloczyn(a2:c4; a7:¢9), no i wreszcie
bez akceptowania naszego wpisu:

e wci$nijmy kombinacje klawiszy (o [sm]Ee]

Otrzymamy w rezultacie cos I 17 - R I=MACIERT LG e Ll A7 Co) I
takiego: A B C ] E F ]
1 MACIETT & WY ITACINIE &
= = 3
3 n 1 ]
i ) 1
£
B macier2 H Wy IRac ik 2
S L. Iy 3] 2 45 0 5
(Oczywiscie, jezeli mamy |g 3 ; 3
ochotg, mozemy podobny 9 05 0 0F
efekt uzyska¢ przy mniegj :"I' _ L -
karkolomnych  sztuczkach | o —— 75— SRR
na klawiaturze, ale za to 13 1] 1 o
z uzyciem funkcji INDEKS.) 14 o o 1

Rzecz jasna, funkcja mnozenia macierzy nie wymaga, aby skladowe macierze byly
kwadratowe. Istotne jest jednak, aby ilo$¢ kolumn pierwszej mnozonej macierzy by-
a réwna ilosci wierszy drugiej mnozonej macierzy. Poza tym, przewidujac rozmiar
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macierzy wynikowej, pamigtajmy, z¢ bedzie ona miala tyle wierszy — co macierz
pierwsza — i tyle kolumn — co macierz druga.

Oto przyklad mnozenia macierzy D (5 wierszy x 2 kolumny) przez macierz E
(2 wiersze x 3 kolumny). W wyniku uzyskalismy macierz F (5 wierszy x 3 kolum-
ny).

o - fe (=MACIERZILOCIYNE] k24, M20.021),}
[ J K1L M N0 P DebPRlPETl T
maciarz [y maclarz E maclarz F
LB 12 0 52 10
- I =} ) -
a2 E 4 4
51 B M 2

Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzié, czy autor nie oszukuje.

Jeszcze jedna przydatna przy zabawie z macierzami funkcja, pozwalajaca na za-
miang miejscami wierszy i kolumn — czyli transponowanie:

TRANSPONUJ(macierz)
(w wersji anglojezycznej: TRANSPOSE)

[o$¢ kolumn macierzy po transpozycji jest rowna ilosci jej wierszy przed transpo-
zycja, to samo dotyczy wierszy.

Zrobmy prosty przyklad i wpiszmy nast¢pujace dane:

komérka wpis: | komérka wpis: | komérka | wpis: | komorka | wpis:

al7 1 b17 2 c17 3 d17 4

al8 5 b18 6 c18 7 d18 8

e zaznaczmy teraz blok komérek al17:d18,

¢ nadajmy mu nazw¢: macierz,

¢ zaznaczmy docelowy blok komdrek £17:g20,

e wpiszmy formul¢: =transponuj(macierz), po czym:
e wci$nijmy kombinacje klawiszy (o (s



252

ABC ... Excela XP

| Fiv¥ - & [=TRANSPONLU macisrz)}

[ A B C [u] E F | ¢ | H

16 maciarz Transponowana
Otrzymamy wowczas |7 1 5 3 ] i 5|
nastepujacy wynik: 18 E B 7 E 2 B|

19 3 ri

20| 4 8

[21 |

Cramer

Przejdzmy teraz na nowy arkusz, nazwijmy go Cramer i sprawdzmy w praktyce,
do czego moze si¢ przyda¢ znajomos¢ macierzy i dzialan na macierzach.

(4]

wEl

pAt-1xd

1 X+ @ Xo4 i -Xr =
FORE (R SRl FE T FCR Ry e
1= X4 o Ko 4 aqase 0=

r v X l.II! 1
o [ eyl T
a @i " WA -
! -1, .
f:H b lewostronme

komérka wpis: | komorka wpis:

Sprébujmy teraz rozwiaza¢ przyklad,
podany jako <¢wiczenie kilka stron
wczesniej. Rozwigzywanie ukladu row-
nan liniowych metoda Cramera.

Zeby bylo troche¢ trudnigj, niech to
bedzie uklad trzech réwnan liniowych
ztrzema niewiadomymi X;, X, 1Xs.
Problem mozemy doprowadzi¢ do
postaci macierzowe;.

(Mnozenie macierzy jest nieprzemien-
nel)

Przypomnijmy, ze macierz pomnozona
przez macierz do niej odwrotna daje
w wyniku macierz jednostkowa. Macierz
jednostkowa zachowuje si¢ z kolei
w mnozeniu macierzy, jak zwykla
jedynka, czyli mozna ja opuscic.

komoérka | wpis: | komorka | wpis:

a2

c2 3 e2 1




